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Abstract. 

We study affine maps between affine manifolds. Even when two fibers are 
compact and diffeomorphic, they can inherit different affine structures from the 
source space. This leads to a fixed linear holonomy deformation theory of the 
affine structure of an affine manifold. We found various conditions which make 
the fibers to be affinely isomorphic. We also classify affine bundles which total 
space is a compact and complete affine manifold. 

Resume. 

On etudie les applications affines entre varietes affines. Deux fibres dis- 
tinctes, compactes, et diffeomorphes peuvent heriter de structures affines dis- 
tinctes de la variete source. Ceci conduit a une theorie de deformation a 
holonomie lineaire fixee de la structure affine d'une variete affine. On trouve 
plusieurs conditions sous lesquelles les fibres sont isomorphes deux a deux. On 
classifie les fibres affines dont I'espace total est une variete affine compacte et 
complete. 

Introduction. 

On etudie les applications affines entre varietes affines, en particulier les 
fibres affines: ce sont les applications affines surjectives. La classification des 
applications affines est envisageable si on suppose que les fibres sont au moins 
homeomorphes entre elles. C'est par exemple le cas si I'espace source de I'application 
est une variete affine compacte. Voici un exemple qui montre que la situation 
peut etre beaucoup plus compliquee. Considerons une surjection de JR™ dans 
JR^, sur chaque fibre de la surjection, enlevons un sous-ensemble, on obtient 
ainsi une application affine, telle que les structures topologiques de deux fi- 
bres distinctes peuvent etre tres differentes. II est done difficile d'aborder le 
probleme de classification dans toute sa generalite, car on ne peut pas preciser 
les donnees a partir desquelles se fera la classification. Dans les cas que nous 
considerons, les fibres d'un fibre affine sont des varietes differentiables, deux a 
deux homeomorphes, dont les structures affines peuvent etre differentes bien 
qu'elles aient la meme holonomie lineaire. 

Si le second groupe d'homotopie de la base d'un fibre affine a espace total 
compact est nul (c'est le cas si elle est complete), la suite exacte de Serre montre 
que le groupe fondamental de I'espace total 7ri(M), est une extension de celui 
de la base tti{B), par celui de la fibre 7ri(F). 

Posons iR'"+' = IR"" ® 1R\ et notons Aff{Sr',R^) le sous-groupe des au- 
tomorphismes affines de IR™'^^ dont la partie lineaire fixe 5?', et s la surjection 
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canonique de iR'"+' dans JR™. II cxistc unc application: s' : Aff{E™,E'') 
AffiM"") 7 ^ s'{-f){x) := s(7(x,0)). Notons Af fiiM"', M^) le sous-groupe de 
Aff {Sr-,R^) qui se projette sur en I'identite. 

On cn dcduit Ic probleme algcbriquc suivant analogue au notrc: ctant donncs 
deux groupes t^i{B) et 7ri(F), deux representations affines respectivement de 
7ri(S) dans Aff{EJ^), et de 7ri(J^) dans Af fi{Er ,1R^). Classifier tous les 
diagrammes commutatifs suivants 

1^ 7ri(F) ^ 7ri(M)^ 7ri(S) ^1 

1^ Affi{M^,M') ^ Aff{]R^,lR') -^Aff{lR^) -^1 

oh la premiere suite horizontale est exacte, sous la relation d'equivalence 
suivantc: Soient 1 t^i{F) ^ T^i{Mi) t^i{B) 1, i — {1,2} deux suites 
exactes associees a deux diagrammes du type precedent. Ces diagrammes sont 
equivalents si et seulement si les extensions sont isomorphes et il existe une 
transformation affine de Af f{]R™, Ft'') qui conjugue la representation tti (Mi) — > 
Aff{R"',li) en la representation 7ri(M2) ^ AffilR"", R'). 

La donnee d'un fibre affine induit une deformation de la structure affine 
d'une fibre parametree par la base. Soient T un groupe de type fini, et E un 
espace vectoriel muni d'une action lineaire de F. L'approche de ce probleme pose 
celui de determiner la structure de I'ensemble (ou d'un de ses ouverts (voir [G3] 
p. 178)) des orbites des elements de H^{T, E) sous Taction d'lm groupe de gauge. 
Des hypotheses faites sur la structure de cet espace des modules par exemple, 
qu'il est une variete algebrique rendant algebrique la projection de (F, E) sur 
lui, entraine que les fibres sont des varictcs affines isomorphes entre elles si la 
base est une variete affine compacte et complete. 

- On demontre aussi que les fibres d'un fibre affine dont I'espace total est 
une variete affine compacte et complete, et le groupe fondamental d'une fibre 
est nilpotent sont isomorphes entre elles. 

-On classifie les fibres affines a espace total compact dont la developpante 
est injective et tels que le fibre releve sur le revetement universel de la base est 

un produit affine, 

- Plus generalement, on classifie les fibres affines a espace total compact et 
complet. 

Les invariants determines dans le premier cas sont plus intrinseques a la 
geometric affine que ceux du second cas. 

Dans [T5] on donne une nouvelle classification des fibres affines a espace 
total compact et complet en utilisant la theorie des gerbes. 

Une question importante est de savoir dans quelle mesure la classe d'isomorphisme 
d'un fibre affine pent determiner celle de son espace total en tant que variete 
affine. Soient /i et /2 deux fibres affines d'espace total compact (de meme 
dimension) au-dessus d'une meme base (i?, Vs). On suppose que (B, Vs) ne 
pent avoir de feuilletage affine a feuilles compactes, et en outre que la dimen- 
sion des fibres de /i et /2 est strictement inferieure a celle de B. II est facile 
de prouver que tout isomorphisme affine entre les espaces total de /i et /2, 
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est un isoniorphisme de fibres afRncs. Lcs classes d'isomorphismcs dc ccs fibres 
affines, determinent les classes d'isomorphismes de leurs espaces total en tant 
que varietes afRnes. Les varietes affines de dimension 3 dont le groupe fon- 
damental n'est pas polycyclique, et les varietes de Hopf ne peuvent avoir de 
feuilletages affines a fcuilles compactes. 

Void le plan de notre travail: 

0. Introduction 

1. Gcneralitcs 

2. Adherence de Zariski et structure des fibres. 

3. Deformation des structures affines a holonomie lineaire fixee. 

4. Les fibres affines affinement localement triviaux. 

5. Le cas general. 

1. Generalites. 

Une variete affine (M, Vm) de dimension n, est une variete differentiable 
M, de dimension n, munie d'une connexion Vm dont les tenseurs de courbure 
et de torsion sont mils. La connexion Vm definit sur M un atlas (affine) dont 
les fonctions de transitions sont des restrictions d'elcmcnts de Af f{IFC). Solent 
(M, Vm) et (M', Vm') deux varietes affines dont les structures affines sont re- 
spectivement dcfinies par les atlas affines {Ui,4>i) et (J7j,(/)y). 

Une application differentiable /, de (M, Vm) dans (M',Vm'): est affine si 
et seulement si (p'j, o f^jj. o est affine. On note App{{M, Vm), {M' , V^/)) 
I'ensemble des applications affines de (M, Vm) dans (M', V^/), et Af f{M, Vm) 
I'ensemble des automorphismes affines de (M, Vm)- 

La structure affine de (M, Vm) se releve sur son revetement universel M, 
en une structure affine (M, V^^) pour laquelle la projection revetement pM '■ 
{M,Vj^) — >■ (M, Vm) est une application affine. La structure affine de M est 
definie par un diffeomorphisme local affine Dm ■ (M, Vj^) (JR", Vq), ou Vq 
est la connexion standard de iR" definie par 

WxY = DY{X) 

X, Y sont deux champs de vecteurs de iR", et DY la differentielle de Y. 

La developpante donne lieu a une representation Am ■ Af f{M,^ fy) — > 
Aff{M'^) definie par le diagramme commutatif suivant: 

(M,V^) ^ (M,V^) 
i -Dm I Dm 

JR" ^-^^ JR" 

ou g est un element de Aff{M,S/j^). La restriction de Am, au groupe fonda- 
mental 7ri(M), de M, est la representation d'holonomie Hm- La partie lineaire 
L{hM), de /iM, est la representation d'holonomie lineaire de (M, Vm)- 

Soit / un element de App{{M,S/m), (-^'i V^,)), / se releve en une appli- 
cation affine / : (M, V;^^) — > (M', V'v>,). Soit U un ouvert connexe de M, sur 
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lequel la restriction de la developpante est injective, Dm'^^^^^ ° f\u ° ^m^j^j^i^u^ 
est une application afRnc dc Dm{U) JR" , qui se prolonge en une application 
affine /i : JR" M"' . Celle-ci vcrific 

Dm' o / = /i o Dm- 

L'application / donnc lieu a un morphisme de groupes f„ : ni{M) — > ni{M') 
defini par la relation d'equivariance 

f°'y = M'y)°f- 

On en deduit un morphisme f„ : /iM(7ri(M)) — > /iM'(7ri(M')) tel que 
(0.1) /i°7 = /.(7)°/i 

si /iM est injective. L'application /i transforme Dm{M) en un sous-ensemble 
de Dm'{M'). 

Question: Etant donnccs f^^ ct /i tcllcs que /i cnvoic Dm{M) dans Dm' {M'), 
et /i o /im(7) = f-K{h,M{l)) o /i- A quelles conditions peut-on reconstruire /? 

La reponse a la question precedente est positive si Dm' est injective. 

L'exemplc suivant montrc que si on se donne /i et /^r verifiant (0.1), il 
n'existe pas toujours d'application /. 

Munissons de la structure affine de Sullivan-Thurston [S-T p. 22]. L'image 
dc la developpante est IR^ = Vect{ei^e2,e^) privc dcs axes dc coordonnccs, ct 
I'holonomie est engendree par deux applications diagonales dans ces axes de 
coordonnees ayant des valeurs propres strictement positives. Le quotient de 
Vect{ei, 62) — {Mei U ]Re2} par la restriction dc I'holonomie est la reunion dc 4 
tores. On pent choisir pour /i la projection de sur Vect{ei,e2) parallelement 
a Vectles}, et /,r la restriction de I'holonomie a Vect{ei,e2)- H n'existe pas 
d'application / corrcspondantc. Dans ce cas /i n'est pas definie sur l'image de 
la developpante de la structure affine de T^. 

Definition. 

- On appelle fibration affine une application affine surjective. 

- Un isomorphismc affine cntrc deux fibres affincs dc mcmc base est un 
isomorphisme affine entre leur espace total qui se projette sur leur base en une 
transformation affine, autrement dit un isomorphisme qui envoie une fibre sur 
une fibre. 

- Un feuilletage affine sur une variete affine (M, Vm) de dimension n, est 
un feuilletage de M dont le releve sur M est l'image reciproque par Dm de la 
restriction a Dm{M) d'un feuilletage par sous-espaces affines paralleles de iR". 

RemEirque. Le produit fibre de deux fibres affines est un fibre affine. 

Proposition 1.1 [T4]. Soit f une application ajfine, de source la variete 
affine compacte et connexe (M, Vm), alors la distribution := {v G T^M / dfx{v) = 
0} definit sur M un feuilletage , dont les feuilles sont les fibres d'une fibration 
affine. 
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La base dc la fibration afRnc dc la proposition prcccdcntc n'cst pas forccment 
Timage de I'application. Si la source de / est compacte, I'image de / est une 
sous-variete affine avec eventuellement des points de self-intersections. 

Proposition 1.2. Supposons que M est compacte, alors I'image de f a des 

points de self-intersections si et seulement si la fonction qui a un point x de 
f{M), associe le cardinal des composantes connexes de I'image reciproque de x 
par f n'est pas constante. 

Preuve. Supposons que /(M) a un point de self-intersection y. Le point 

y est contenu dans un ouvert de carte affine V\ tel que I'ensemble des points 
de self-intersections de V est une sous-variete affine. Soit Xi un element d'une 
composante connexe Ci, de f~^{y). II existe un ouvert connexe Ui de M con- 
tenant Ci, tcl que f{Ui) est inclu dans V\ et les ensembles Ui sont deux a deux 
disjoints. Choisissons un ouvert V inclu dans V tel que f^^{V) est inclu dans 
I'union des Ui. Ceci est possible car M est compacte. Puisque y est un point de 
self-intersection, il existe au moins i, j tels que dim(f(Ui) r\f{Uj)) < dimf{Ui). 
Les ensembles r\{f{U,) - f{Uj)) n V) et f-\{f{U,) - f{U,)) n V) sont dis- 
joints. On en deduit que pour tout point yi de {f{Ui) — f{Uj)) fl V, le cardinal 
des composantes connexes de f~^{yi), est strictement inferieur a celui de celles 
de f-Hy). 

Pour tout point y de f{M), on va noter Uy, le cardinal des composantes con- 
nexes dc I'image rcciproqiie dc y par /. Supposons maintenant que la fonction 
y ^ Uy n'cst pas constante, et f{M) n'a pas de point dc self-intersection. Soit 
Z I'ensemble des points z de f{M). tcls que est maximal. Si Z ne contient 
pas un point de self-intersection, alors Z est ouvert dans f(M). Or Z est ferme 
car M est compact. On en deduit que Z = f{M). Done la fonction z ^ est 
constante. II y a contradiction* 

Un classique theoreme d'Ehresmann [God], affirme que toute submersion 
de source une variete differentiable compacte est une fibration differentiable 
localement triviale. Une fibration affine d'espace total compact M, est done 
une fibration localement triviale pour la structure differentiable. On note F 
sa fibre type. Dans la suite, on supposera que / est localement triviale pour 
la structure differentiable. Le feuilletage se releve sur M, en un feuilletage 

. Ce dernier est le releve par Dm, d'un feuilletage Dm{^^) de iR" par des 
sous-espaces affines par alleles. 

Ecrivons J?" = 1?™ © JR', oil M"" est un supplementaire de la direction M\ 
des feuilles de Dm{^^)- Pour tout element 7 de 7ri(M), 

hni^i) = +a^,B^{y) + C^{x) +d^). 

Comme le feuilletage J^^ n'a pas d'holonomie, pour tout element 7 de t^i{F), 
on a 

hmil) = {x, B^{y) + C^{x) +d^). 
On en deduit que I'holonomie lineaire d'une fibre ne depend pas de celle-ci. 
Pour tout element x de JR"*, I'application 
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7ri(F) — 

est un 1— cocycle pour Taction de I'holonomie lineaire d'une fibre. Notons 
r{x) sa classe de cohomologie. On en deduit I'existence d'une application affine 
r : ^ H'^{tti{F),1R^) qui a x associc r(x), H*{Tri{F), R'') est Ic * groupe 
de cohomologie de 7ri(F) relatif a Faction de I'holonomie lineaire d'une fibre. Si 
la base est complete, alors I'image de r est un sous-espace affine. 

Si les fibres sont compactcs ct completes, alors I'image de r est contenue 
dans la sous-variete algebrique L, de ff^(7ri(F), JR'), definie par L = {c G 
H^{'Ki{F),]R^)/K^c 7^ 0} (Voir [P-G-H] theoreme 2.2). 

II existe une variete affine (M, Vm) compacte, incomplete, et de dimension 
3, telle que A^cm (Voir [Gl]). 

L'exemple suivant largement inspire de [F-G-H] p. 510 — 511, montre que 
deux fibres distinctcs d'un fibre affine dont Ics fibr(^s sont compactcs pcuvcnt 
etre des varietes affines qui ne sont pas isomorphes. Soit s un reel, considerons 
le sous-groupe G'^, de Aff{M^), dont tout element g est de la forme 

9u,v,tA^^ V' ^) = (e^*^ + uz,y + st + vz, e*z), 

oil t,u,v € IR. Le groupe G'^ preserve le demi-espace H de IR^ defini par 
z > Q. II contient un sous-groupe cocompact Gg. Le quotient de H par Gg 
est une varictc affine compacte Mg. Si s designe un reel non nul, Mg n'est 
pas radiante, alors que Mq Test. Done les varietes affines Mg et Mq ne sont 
pas isomorphes (voir [F-G-H]). On peut supposer que Gg est I'image de Go 
par I'application gg : Gq Gg, gu,v.t,a '-^ gu,v.t,s- Considerons maintcnant la 
variete affine M, de dimension 4, quotient de Mx H par Taction de Go definie 
par gu,v,t,o{s,y) = is,gs{gu,v,t,o)iy)), la projection Ae IRx H ^ St, passe au 
quotient en une projection de M sur ]R, on obtient ainsi un fibre affine au-dessus 
de H, dont les fibres nc sont pas isomorphes cntrc clles. 

Soit WCy_ Tensemble des reels strictement positifs. Construisons maintenant 
un fibre affine au-dessus de M*^, dont les fibres sont des tores munis de structures 
affines deux a deux distinctes. 

Soient s un element de JR^, ct 4>s I'application polynomialc dc IR^ , definie 
par (j)s{x,y) = {x + \y^,y)- Conjuguons le groupe Tg engendre par lx^g{x,y) = 
{x + 1, y) et l2,s{x, y) = {x,y + s) par 4>g. 

On obtient le groupe engendre par 

4>sh,s4>'^^ = h,s, 

et 

^2,s = (t>sl2,s{(t>s)~^{x,y) = {x + 2y + s,y + s). 

Soient ,s ct ,s' deux reels positifs non nuls, et gg^g' I'application de JR^ definie 
par gg^g,{x,y) = {x, ^y). 
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En conjuguant T'^ par fs^s' = (t>s'9s.s'(t>s~^ , on obticnt F^, . Rcmarquons 
que fs,s' n'est pas affine si s est different de s' . Si les tores afRnes T,, et T^/, 
quotients de ]R^ par F^, et F^,, etaient affinement isomorphes, il existerait une 
transformation affine A,,/ ,, qui conjngncrait F^, en F^. La partie lineaire L{Asi^s) 
de cette transformation serait de la forme 

^(^.>)=(S !) 

car la partie lineaire du conjugue de l'2,8' par ^s',s est celle de l'2,8- En effet 
sans restreindre la generalite, on peut supposer que Z'2,s' est conjugue en l'2,s, 
puisqu'il cxistc im automorphismc affine dc Tg qui transformo I' 2,s t!n ^'2,3 

On en deduit que a = 1, car li^g est conjugue en li^g par Agi^g. II en resulte 
que la seconde coordonnee du conjugue de l2,s' par ^s',s est s' car elle ne peut 
etre negative. Ceci n'cst pas possible si s est different dc s' . Les quotients de 
Wl' par F^ et F^, sont des varietes affines qui ne sont pas isomorphes si s est 
distinct de s' . 

Considcrons maintcnant les transformations affines de ]R\. x JR^ definies par 
71 (x, y, z) = {x,y + 1, z) et 72(0;, y, z) = {x,y + 2z + x, z + x). 

Le quotient de M*^ x par le groupe engendre par 71 et 72, est I'espace 
total d'un fibre affine au-dessus de M^, dont les fibres ont des structures afBnes 
deux a deux distinctes. 

Plus tard (Proposition 4.1) on verra que si la base d'un fibre affine dont 
les fibres sont munies d'lmc structure affine complete du tore de dimension 2 
distincte de la structure riemannienne plate est complete, alors toutes les fibres 
sont isomorphes entre elles. 

Question: Les fibres d'une fibration affine sont-elles isomorphes entre elles 
si I'espace total est compact ? 

Supposons que les fibres sont completes, et soient xq ct xi deux points de la 
base {B, Vb)- Les fibres au-dessus de xo, et xi, sont isomorphes, si et seulement 
si leurs holonomies respectives sont conjuguees par une application affine. Les 
fibres d'un fibre affine sont deux a deux affinement isomorphes, si le groupe des 
automorphismes affines qui preserve la fibration se projette sur la base en un 
groupe qui agit transitivement su celle-ci. 

Remarque. Dans [Gl], il est donne des exemples de structures de varietes 
affines sur une varictc diffcrentiable qui sont topologiquement equivalentes sans 
etre differentiablement equivalentes. 

De la suite exacte d'homotopie associee a une fibration, on deduit la suite 
courte suivante: 772 (B) 7ri(F) — 7ri(M) 7ri(S) — > 1. Si n2{B) = 1, (c'est 
le cas si la base est complete) 7ri(M) est une extension de ■jti{B) par 7ri(F). 

Proposition 1.3. Supposons que les fibres de f sont compactes, et I'espace 
total du releve f, de f sur B, a un feuilletage transverse aux fibres, alors 
Vapplication g : 7ri(i^) 7ri(M), de la suite exacte d'homotopie est injective. 
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Preuve. S'il cxistc un fcuilletage transverse, aux fibres de /, alors d'apres 
un theoreme d'Ehresmann [God], / est une suspension differentiable car ses 
fibres sont compactes. II en resulte que / est un produit differentiable, car B 
est simplement connexe, et par suite 7ri(i^) s'injecte dans 7ri(M)« 

On dcduit que tti{M), est une extension de ni{B) par 7ri(F), sous les con- 
ditions de la proposition precedente. 

Si la developpante de I'espace total est injective, 7ri(M) est une extension 

de TTi{B) par tti{F) car dans ce cas, 7ri(F) est le noyau de la restriction de la 
representation d'liolononiic de I'espace total a 5?™. 

2. Adherence de Zariski et structures des fibres. 

Dans ce paragraphe, on va determiner differentes conditions, sous lesquelles 
les fibres d'un fibre affine sont deux a deux isomorphes. La majorite de ces 
conditions s'expriment en fonction d'adherences de Zariski. 

Proposition 2.1. Soit f un fibre affine de base une variete affine compacte 
et complete {B, Vb). Si f a une fibre radiante, toutes ses fibres sont radiantes. 
De plus si les fibres sont compactes, alors leurs structures affines sont isomor- 
phes. 

Preuve. S'il existe une fibre radiante, alors 11 cxiste un point xq dc _ZR™ tcl 
que r(xo) = 0. On a r(7(xo)) = 0, pour tout element 7 de ■7Ti{B). L'ensemble 
{7(3:0), 7 e 7ri(B)} engendre I'espace affine JR™ (voir [F-G-H] theoreme 2.2). 
On en dcduit que r = 0, car r est une application affine. Supposons que les 
fibres sont compactes. Quitte a conjuguer I'holonomie de la fibre au-dessus 
d'un point x de B par une translation tx, on pent supposer que les fibres ont 
memo holonomic. L'application x t,,: pcut ctrc clioisic continue sur im ouvcrt 
contenant x, on en deduit de [G3] p. 178 que les fibres au-dessus des points 
d'un voisinage de pb{xo) sont isomorphes entre elles, et par suite que toutes les 
fibres sont isomorphes cntre elles* 

Lc groupc Aff{M, V^g) est muni d'unc topologic dc Zariski dcfinie par les 
fonctions P o Am, oil P est unc fonction polynomiak; dc Af f(lR"^). 

Proposition 2.2. Soit f un fibre affine d'espace total la variete affine 
(M, Vm), si 7ri(F) est normal dans Z{-jti{M)), I'adherence de Zariski de 7ri(M) 

dans Af f{M, V^:^ ) alors pour tous points x, et ij de M appartenant a la meme 
orbite de Z{Tri{M)), les fibres de f{pM{x)) et f{pM{y)) sont affinement isomor- 
phes. 

Preuve. Tout element g de Z(7ri(M)) laisse stable . On en deduit que g 
induit un isomorphisme entre J^l et et par suite un isomorphismc cntrc les 

fibres respectives au-dessus de f{pM{x)) et f{pM{g{x))) car g normalise 7ri(i^)» 

Remarque. 

La proposition precedente est vraie si 7ri(F) est central dans 7ri(M). En 
effet, l'application Aff{M,Vj(^) — > Aff{M,Vj(^) 7 7 o a o 7"^ ou a est un 
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element dc iti{F) est algebrique, comme elle est constante sur 7ri(M), elle Test 
aussi sur son adherence de Zariski. 

Corollaire 2.3. Si {M,Vm) est compacte et complete, et 7ri(F) normal 
dans Z{-jTi{M)), alors toutes les fibres de f sont affinement isomorphes entre 
elles. 

Preuve. On sait que Z{-ki{M)) agit transitivement ([G-H2] theoreme 2.6)» 

Du corollaire precedent on dcduit que si I'espace total d'un fibre affine est 
le tore de dimension n, T" muni d'une structure affine complete, toutes ses 
fibres sont isomorphes. Ceci n'est pas tout a fait gratuit car sur T^, il exists 
des structures affines completes, qui ont la meme holonomie lineaire sans etre 
isomorphes (voir paragraphe 1). 

Theoreme 2.4 Supposons que I'adherence de Zariski de I'holonomie de 
I'espace total (M, Vm) d'un fibre affine agisse transitivement sur M"', 'K2{B) = 

1, et ses fibres sont des varietes affines compactes et completes ay ant un groupe 
fondamental nilpotent, alors toutes les fibres sont isomorphes en tant que varietes 
affines. 

Preuve. Soient x un point de iR™, 7 un element de 7ri(B), et 7 un element 

de 7ri(M) au-dessus de 7. 7 induit par conjugaison un automorphisme de 7ri(_F), 
i>-y. Pour tout point y de J?™, la restriction de 7ri(F) ky x M'', est conjuguee a 
la restriction de tti (F) k x x IR'' par un automorphisme polynomial Pjxy (voir 
[F-G-H] theoreme 7.1, proposition 8.3) induisant $^ sur tti{F). Les coefficients 
de I'automorphisme P^xy sont des fonctions polynomiales de y, car ni{F) est 
nilpotent (voir [F-G-H]). Pa^x^^x) P^ut etre choisi affine, egal a 7 quitte a rem- 
placer P^xy par P^xyP^x'yix)^- Ceci implique que les coefficients des monomes 
de degres superieurs ou egals a 2, de P^xy^ s'annulent en 7(x). lis s'annulent 
aussi en P^xg{x)> ou 9 est un element de Z{j) la cloture de Zariski du groupe 
engendre par 7, car ces coefficients sont des fonctions polynomiales de y. On en 
deduit que les fibres au-dessus des points de pb{Z{'j)x) sont isomorphes a la fi- 
bre au-dessus de x. Le groupe tti (B) est engendre par un nombre fini d'elements, 
71,..., 7p. Le groupe Z engendre par Z(7ri(_F)7i), Z(Tri{F)j2). ...,Z(7ri(F)7p) 
est Zariski ferme voir [Bor] p. 190), en repetant I'argument precedent, on deduit 
que les fibres de pb{Zx) sont isomorphes entre elles. II en resulte que toutes 
les fibres sont isomorphes entre elles, car Z contient I'adherence de Zariski de 
I'holonomie de I'espace total qui agit transitivement sur J?"* 

L'ensemble App{]R"^ , IR!') est muni d'mie structure de tti{F) module defini 
par 7(1?) = B^D. Pour tout element 71 de tti{B), considerons I'application 
kcj^ '■ 7ri(F) App{lR™ , M'), 7 Cj^hsi'yi)) — C-y est un 1— cocycle pour la 
structure de 7ri(F) module precedente. 

Proposition 2.5. Supposons que pour tout element 7 de Tri{B), la classe de 
cohomologie [kc^], de kc^, est nulle et Z{wi{B)) agit transitivement sur M"^, 
alors toutes les fibres sont isomorphes entre elles. 
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Preuve. Si [kc^] est nuUc, alors pour tout element 7 de 7ri(B), r(7)(x) = 
r{x), rapplication A//(JR'") H\tti{F), M^), g r{g{x))-r{x) est algebrique 
et s'annulle sur Tri{B), elle s'annulle aussi sur sa cloture de Zariski. Comme 

Z{t:i{B)) agit transitivcmcnt, on cn dcduit que r est unc constantc. Dans ce 
cas Ic fibre affinc a dcs trivialisations locales affincs. (Voir paragraplic 4)» 

3. Deformation des structures afflnes a holonomie lineaire fixee. 

Considerons G, le sous-groupe du groupe des automorphismes de 7ri(i^) 
verifiant: pour tout element g G G, il existe une application lineaire inversible 
Bg de JR' telle que 

(3.1) L{hp){g{j)) = Bg o L{hp){^) o B;\ 

Soit B'g une autre application lineaire verifiant 3.1. L'application lineaire de 

Bg o Bg ^ commute avcc I'liolonomic lineaire. Bg est dctcrniincc modulo Ics 
elements du groupe Aut{L{hF)) des automorphismes lineaires qui commutent 
avec L{hF)- L'ensemble {Bg, g & G} sera appele groupe de gauge des structures 
affines dc F dont I'liolonomic lineaire est L{hp). 

L'application : g Bg est une representation de groupes modulo les elements 
de Aut{L{hF))- 

A tout 1— cocycle c de L{hp) et tout element Bg de G, on associc Ic 1— cocycle 
g*c defini par g*c{-y) = Bg{c{g~^{'y)). On definit ainsi une action de G sur 
H'{MF),1R'). 

L'ensemble E{F, L{hp)), dcs classes d' equivalences des structures affines de 
F a holonomie lineaire egale a L(/if) , est le quotient d'un ouvert de (tti {F), IR!') 
par Taction de G. 

Proposition 3.1. S'il existe une structure algebrique de E{F, L^hp)) ren- 
dant algebrique la projection canonique t de H^{'Ki{F),]B}) dans E{F, L{hp)), 
et si I'adherence de Zariski de I'holonomie de {B,Vb) agit transitivement sur 
JR"*, alors toutes les fibres sont isomorphes en taut que varietes affines. 

Preuve. Soient x un point de iR™, et Z{-jti{B)) I'adherence de Zariski 
de /iB(7ri(B)) dans Aff{Wr). L'application Z{-ki{B.)) ^ E{F,L{hp)), 7 ^ 
t{r{'^(x)) est algebrique, car r est algebrique. Cette application est constante, 
car elle est constante sur ■ki{B) qui est Zariski dense dans Z{'ki{B)). On en 
deduit que toutes les fibres sont isomorphes car Z{-ki{B)) agit transitivement 
sur K™. 

Remarque. 

Les fibres d'un fibre afiine dont la base est compacte et complete, et E{F, L{hp)) 
est munic d'unc structure algebrique rendant algebrique la projection dc H^{tti (F), Ft'') 
sur lui, sont isomorphes car I'adherence de Zariski de hB{T^i{B)) dans Aff{]R"^) 
agit transitivement sur iR™. 

Etude locale de E{F,L{hp)). 

Pour determiner 'I'espace tangent' en un point de E{F, L{hp)), il faut etudier 
les deformations de ses elements a holonomie lineaire fixee. Dans la suite de 
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cette partic on va supposcr que F est compactc ct rimage dc son holonomie est 
discrete. Ceci entraine (voir [G3]) que Tensemble des representations d'holonomies 
des structures afRnes de F est un ouvert dans I'ensemble des representations de 
7ri(i^) dans Aff{R^). 

Soient h I'holonomie d'une structure affine de F dont la partie lineaire est 
L{hF), et ht une famille a un parametre de representations de 7ri(F) dans 
Aff{]R}), a parties lincaircs cgalcs a L{hp) tcllcs que ft-o = h. II cxistc une 
application affine u{x) de 5?' pour tout clement x dc 7ri(F), telle qu'on a: 

htix) = exp{tu{x) +0(t^))/i(x). 

Posonsu = (S(.t),6(.t)), - (i(0(f2))(,x), a(0(t2))(x)), eih{x) = (A„a^), 
la partie lineaire de ht{x) est exp{tB{x) + L{Q{t^)){x))Ax = A^- En derivant par 
rapport a t, on obtient quo exp{tB{x) + L{{]{t^)))(B{:r) + L{{y {t^)){x))A^ = 0, 
et par suite B{x) = ct L{0{t'^)) = 0. 

Ecrivons maintenant le fait que ht est une representation: on a ht{xy) = 
ht{x)ht{y), 

ceci est equivalent a 

{AxAy^ Ax (ay) + ax + tb{xy) + ta{0{t'^)){xy)) — 
{Ax, ax + th{x) + ta{0{e)){x)){Ay, ay + tb{y) + ta{Q{e)){y)) 

et par suite on deduit que I'application 7ri(i^) — > iR', a; i— > h{x) est un 
1— cocycle pour Lihp)- 

L'espace tangent a un element de I'ensemble des representations de 7ri(F) 
dans Aff{lR}), a partie lineaire egale kL{hF), s'idcntific a I'ensemble Z^{tti{F), Lijip)) 
des 1— cocycles de 7ri(F) pour la representation Lihp)- 

Determinons maintenant la structure de l'espace tangent' d'un element de 
E{F, L{hp)). Pour ce faire considerons une deformation ht triviale de h k partie 
lineaire L{hF). II existc une courbe a un parametre gt de transformations du 
groupc de gauge, telle que ht{x) — g_th{x)gt- 

L'application gt est associee a I'identite car on a suppose que I'image de 
I'holonomie est discrete. Posons gt = exp{tu + 0{t'^)),u= (C, c). 

Comme la partie lineaire de ht{x) est celle de h{x), C commute avec L{hF)- 
En derivant exp{—t{u + 0{t'^)))h{x)exp{tu + 0(t^)) par rapport a t, on obtient 
{0,-C{ax)-c + A,ic)). 

"L'espace tangent" dc E{ni{F), L^hp)) en h s'identifie au quotient Th de 
Z'^{tti{F), L{hF)) par I'ensemble des ce i—> [—C{ax) — c + Ax{c)), ou au quotient 
de H^{tti{F), Likp)) par {x [C{ax)]}. 

Proposition 3.2. Rigidite Si Th^^ , l'espace tangent en la fibre passant par 
xq est nul, alors toutes les fibres sont isomorphes entre elles. 

Preuve. En effet I'ensemble des elements x Ae B tels que la fibre au-dessus 

de X, est isomorphe a cclle au-dcssus de xq, est un forme. Si Th^^ = 0, il est 
aussi un ouvert, d'oii Ic rcsultat* 

Donnons maintenant des exemples de E[F,L{hF))- 
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Si F est line varictc compactc munic d'unc metrique plate, d'apres les 

thcorcmes de Bieberbach, E{F, L{hp)) est un point. 

Proposition 3.3. Si {F, V_f) est une variete affine compacte, radiante, telle 
que 'jTi{F) est nilpotent, alors E{F,L{hF)) est un point. 

Preuve. En effet si 7ri(M) est nilpotent d'apres [F-G-H] toute structure 

affine voisine de celle dcfinie par hp est radiante, il resulte de [G3] qu'elle lui est 
isomorphe, car quitte a conjuguer par une translation "assez petite", on peut 
supposer qu'elles ont memes holonomies* 

Considerons maintenant le tore muni d'une structure afRne complete dis- 
tincte de la structure riemannienne plate standard. EUe s'obtient en conjuguant 
le groupe Tg^t s, t € IR engendre par 71. s (a;, y) = {x + s, y) et 

72,i(a;,y) = {x,y + t) 

par ime application polynomiale (j)r{x,y) = {x + ry^,y),r G IR, on obtient 
le groupe Tr.s,t engendre par ai^s{x, y) — {x + s, y) et a2,s,t{x, y) — {x + 2rty + 
rf^,y + f). 

Si on etudie les deformations de la structure plate en fixant I'holonomie 
lineaire, alors rt est une constante a; a2,s.t s'ecrit alors a2,s,i{x, y) = {x + 2ay + 
at,y + t). 

Le reel a etant donne, pour tout couple {t, t') de reels non mils, un automor- 
phisme polynomial qui conjugue , j en F^' s' t' est /' = (ho^mip^, ou m est 

l'automorphisme de IR^ definit par rn{x, y) = {^x, \y)- On a 

s' st' - s't t' 

f'{x, y) = {-X + a{-^^)y'^, -y). 



Proposition 3.4. Les varietes affines quotients de IB? respectivement par 
^^,s,t et r sont affinement isomorphes si et seulement si st' — s't = 0. 

Preuve. Supposons que st' — s't ^ et les structures afRnes definies 

par F|. s f et Fjl. sont isomorphes, alors il existe une application affine 
B' qui conjugue Tj-^^g/^t' en F|, La partie lineaire de B' est triangulaire 
superieure car elle preserve le groupe engendree la partie lineaire de 0:2, s, t- 
Aussi sans restreindre la generalite on peut supposer que B' conjugue ai.^' 
en ai^s- L'automorphisme g = B' o f est un automorphisme polynomial qui 
normalise Tr,s,t, Faction induite fixant ai.^, et quitte a remplacer g par son 
carrc, on peut supposer qu'il existe mi element p Ac E tel que g{a2.s.t) = 
012. s.t +pcn,s,t- L'automorphisme de groupe resultant de Taction de B' sur ^ ^,s,t 

peut s'exprimer sous la forme de la matrice ^' = j*^- L'automorphisme 

C de M dont la matrice est ( ^ * j , normalise ^f,s,t et induit C sur ^^,s,t- 

C~^g commute avec Yr,s,t- H est montre dans [T2] que Fensemble des auto- 
morphismes polynomiaux qui commute avec I'holonomie d'une variete affine 
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compactc ct complete agit librement. Or on sait que I'ensemblc dcs automor- 
phismes affines qui commute avec I'holonomie d'une structure affine complete du 
tore agit transitivement car une structure affine complete de T^, se releve en une 
structure associative dc M^, sous-jaccntc a sa structure de groupe commutatif. 
II on resultc que C^^g est affine. II y a contradiction • 

Comme s et t ne sont pas nuls, on en deduit que I'ensemble des orbites des 
representations affines du tore T^, dont la partie lineaire est I'holonomie lineaire 
d'une structure affine (fixce) complete distinctc dc la structure plate standard 
sous Taction du groupe de gauge est le projectif reel prive de deux points. On 
remarque que la projection de H^{'K\{F),L{hF)) — {0} dans le projectif reel 
est algcbrique. On en deduit \mc proposition, qui donnc \in critcrc, pour que 
les fibres d'un fibre affine isomorphes a des tores munis de structures affines 
completes soient isomorphes. 

Proposition 3.5. Soit f un fibre affine dont les fibres sont des tores munies 

d'une structure affine complete, alors si Z{tti{B)), I'adherence de Zariski de 
'!Ti{B) dans Af f{B,'V g) agit transivement sur Db{B), alors toutes les fibres 
sont isomorphes entre elles. 

Preuve. Si L{hF) est la representation triviale, le resultat provient du fait 

que E(T'^,L{hF)) est un point. L'application r' : Z{tti{M)) E{T'^,L{hp)) 
qui a g associe la classe d'equivalence de r{gxQ) dans E{T^, L{hF)) est algebrique 
on conclut grace a 3.1» 

L'ensemble Hom{T,L) des representations d'un groupe F dans un groupe 

dc Lie L est ctudic par plusieurs autcurs, notammcnt lorsquc T est le groupe 
fondamental d'une surface compacte. Si F est de presentation fini, Hom{T, L) 
a une structure de variete algebrique sur laquelle L agit en composant une 
representation par un automorphisme interieur, le quotient Hom{T,L)/L de 
Hom{T, L) par L n'est pas en general une variete algebrique [G3]. 

Dans I'etude de I'espace de TeichmuUer d'une surface S de genre g > 1, on 
est amenc a considerer les representations de 7ri(5) dans PSL{2, M). 

Supposons que F soit compacte. L'ensemble des representations d'holonomies 
des structures affines de F s'identifie a un ouvert de Hom{Tri{F), Af f{]R^)) 
[G3], et l'ensemble des structures affines de F au quotient de cet ouvert par 
Aff{m^). Si Hom{-Ki{F),Aff{m^))/Aff{lR^) est une munie d'une structure 
de variete algebrique rendant algebrique la projection de Hom{'Ki {F), Aff[lF{})) 
dans Hom{Tri{F), Af f{lR'^))/Af f{lR'^), alors toutes les fibres d'un fibre affine 
dont les fibres sont diffeomorphcs a F et de base compacte et complete sont 
isomorphes entre elles. 

Soit Ad{TTi{F)) : tti{F) af f{lR'^), la compostion de I'holonomie et de 
la representation adjointe de Aff(li), H'^{'Ki(F),af f{M^)) est rcnscmblc dcs 
champs affines de (F, Vi?). Les elements de i?^(7ri(F), a//(_/R')) dont le cup 
produit est nul sont les elements tangents a Hom,{TTi{F), Af f{lR''))/ Af f{]R^) 
voir [G2], II ne nous est pas connu si les groupes de cohomologies superieurs 
H*{Tri{F),aff{]R^)) ont une interpretation geometrique. 
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4. Fibres ctfflnes affinement localement triviaux. 
Definitions. 

On dira qu'un fibre affine est un fibre affine trivial, s'il est le produit afiine 
de sa base par une de ses fibres. 

On dira qu'un fibre affine est affinement localement trivial (f.a.l.t), si ct 
seulement si son releve sur le revetement universel de sa base est un fibre affine 
trivial. 

Remarque. 

Si Ic fibre affine / est un f.a.l.t alors il existc un systcmc de coordonnees 
affines telles que pour tout element 7 de 7ri(M) preservant une fibre, hM{'y){x, y) = 
{x,Bj{y) + dj); ceci equivaut a dire que r est constante. Reciproquement si le 
groupe des transformations affines du revetement universel de la base agit tran- 
sitivement sur celle-ci et r = 0, le fibre affine est un f.a.l.t. 

Dans la suite de cette partie, on supposera que la developpante de I'espace 
total est injective et appartient a son image. 

Proposition 4.1. Soit f un fibre affine d'espace total une variete affine 

complete, dont I'holonomie lineaire des fibres est celle d'une structure complete 
du tore distincte de la structure riemannienne plate, alors, f est un f.a.l.t. 

Preuve. Ecrivons JR" = JR™ x M^, I'holonomie de la structure affine des 
fibres de / est engendree par deux elements 71 et 72 de la forme: 

li{z,x,y) = {z,x + ry + ai{z),y + f3i{z)). 

72(2, X, y) = {z, X + a2iz),y + f32{z)). 

Oil, z et {x,y) designent respectivement des elements de JR™ et M^, ai, a^, Pi 
et p2 des formes afBnes de iR™ et r un reel non nul. Comme 71 et 72 commutent, 
on a: 

71 o 72 = {z, x + a2{z) + r{y + p2{z)) + ai{z),y + pi{z) + p2{z)) 

72071 = {z,x + ry + a\{z) + a2{z),y + I3\{z) + I32{z)). 

On en deduit que 02(2) + r(}2{z) + oii{z) = ax{z) + a2{z). Ceci implique que 
P^iz) = 0. Comme Taction de 72 sur JR" est libre, on en deduit que a2 est une 
constante 02- Aussi I3\{z) ne peut s'annuler en un point zq, sinon la fibre au- 
dessus de f{zQ) ne serait pas compacte. On en deduit que /3i est une constante 
61. 

Conjuguons maintenant par 

(p{z,x,y) = {z,x,y- -ai{z)) 
r 

(t)~^{z,x,y) = {z,x,y+ -ai{z)) 
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(j) O 72 o </> = 72 

(f)-'^ o 71 o 4>{z, X, y) = {z,x + ry, y + h)* 

La proposition precedente n'est pas valable si on ne suppose pas que la base 
est complete comme le montre le paragraphe 1. 

Soient (F, Vf) et (-B,Vb) deux varietes afBnes compactes, on va classifier 

tous les fibres affines affinement localement triviaux de base (B, Vb) et de fibre 
{F,Vf) tels que la dcvcloppante de I'espace total est injective. 

Soit (M, Vm) rcspacc total d'un tel fibre. On salt que ni{F) est un sous- 
groupe normal de 7ri(M), c'est le noyau de la restriction de Hm a JR™. Con- 
siderons 7 et 71 deux elements quclconqucs dc tti{F) et de 7ri(M), on a: 

hM{l)(x,y) = {x,B^{y)+d^) 

et 

hM{li)(x, y) = (^Ti {x) + a^,,B^^ (y) + C^, (x) + J, 

oil Aj-i designe un automorphisme de 5?™, et B^-^ des automorpliismes de 
une application lineaire de M™ dans M\ a-y^ un element de M™, dj et 
d-yi des elements de MK 

hM{li)-\x,y) = {A-l{x)-A-l{a^,),B-^{y) 
-B-Hd^,) - - K'M)) 

Ecrivons que /im (7ri(F)) est un sous-groupe normal de /iM(7ri(M)), on a 

hmili^) o hM{l) o hM{li)ix,y) = 
{x, B-^B^B^, (y) + B-^B^C^, (x) + B'^B^id^,) 
+B-\d^) - B-'C^,{x) - B-^\d^J) 

Ceci implique que 

B-'B^C^,{x)-B-'C^,{x) = 0, 

et par suite, C-y^ix) S H°{-ki{F),R^). 

L'cspace vectoricl Applin{M"\H'^{'Ki{F),M^)), des applications lineaires de 
5?™ dans H'^{tti{F), Ft''), est muni d'une structure de tti{B) module a gauche 
definie par j'i{D) = B^^ oD, et d'une structure de Tri(B) module a droite definie 
par YiiD) = D o A^^. Ou 71 est un element de 7ri(M) au-dossus de 7^. 

Notons Tp la composante connexe de I'ensemble des transformations affines 
de (F, Vf) qui se relevent sur 1R} en des translations. L'application lineaire 
de H°{tti{F),]R^) t B^^t induit sur Applin{lR"' ,Tf) une structure de iti{B) 
module a gauche. La structure de module a droite dc Applin{IR"^ , H'^{tti{F), M'')), 
induit suY Applin{]R"^ ,Tp) une structure de tti (B) module a droite. Soit .^7ri(i3) 
I'algebre de groupc dc tti{B). L'cspace vectoriel Applin{M"^ ,Tf) est done muni 
d'une structure de Em {B) bi-module. 
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Considcrons I'application C" : tti{B) Applin{]R"^ ,Tp), 7( pp{Cj^), ou 
Pf{C^^{x)) est Telement de Tp induit par Cj^{x). Verifions que C" est bien 
definie: Pour tout element ^{x,y) = {x,Bj{y) + dj) de 7ri(i^), on a 

7 ° y) = (Ai {x) + , B^S^-i (y) + B^C^.^ [x) + B.^id.,^ ) + d^), 

comme C^i(x) G i?°(7ri(F), JR'), on en deduit que C est bien definie. 

Soit 72 (a;, y) = (^^2(0;) + aj^jB^^iu) + ^72(2^) + ^72) un autre element de 
/iM(7ri(M)), 

71 °l2{x,y) = ( ^-,2 (■'Z^) + ^11 («72 ) + 071 ' 

^-,2 (y) + -B71 C^2 (2;) + -8,^1 (c?72 ) + C'71 (^72 (a^) +072)+ c^7i ) ' 

Soicnt j[ ct les images respectives de 71 et 72 dans 7Ti{B). On a (^'(7^072) = 
pp{By^Cy2{x) + C-yiA-y2(x)),on eu deduit que C se prolonge en 1— cocycle C 
do E'tti (B) module pour la cohomologie de Hochschild definit par les actions a 
droite et a gauche precedentes. Notons [C] sa classe de cohomologie. 
L' application de 

C| :7ri(B) X7ri(B) 

(71 , 72 ) I — >Pf {Cj^ {Aj^ )-C^i)) 
est un 2— cocycle pour Paction a gauche de 7ri(S). 

Proposition 4.2. Supposons que la classe de cohomologie de Hochschild [C] 
associee a f, qu'on vient de definir s'annulle, alors f est affinement isomorphe 
d un fibre affine plat. 

Preuve. Supposons que [C] = 0, alors il existe une application D' appar- 

tenant a Applin{WC^ , Tp) telle que C'{^i[) = By^D' - D'A^-^ . On en deduit que 
C^i = B^^oD-DoA^^+E, oiiDetE sont des elements de Applin{M^ , H°{-ki{F),]R})), 
tels que Pf{D) = D' et E{x) se projette en I'application identite de F. Comme 
^A/('Ti(i^)) est discrct car la dcvcloppantc de (M, Vm) est injcctivc, il cn rcsulte 
que E = 0. En conjuguant I'holonomie de (M, Vm) par {x, y) ^ {x,y + D{x)), 
on en deduit que / est isomorphe a fibre affine plat* 

La donnee de [C] ne determine pas completement la classe d'isomorphisme 

du fibre affine /, car elle suppose la connaissancc dc Paction de tti{B) sur Tp. 
Pour tout element 7^ de 7ri(-B), I'application {x, y) 1-^ {x, B^^ (y)+d^j^) normalise 
/iM(7ri(F)), elle definit done un element 5(71) de Af f{F,V p). 
On a 

On dira que g est compatible avec Paction de 7ri(S). 

Soit Aff{F,\/p)/Tp le quotient de Aff{F,Vp) par Tp, g{j[) se projette 
sur Af f{F,\7 p)/Tp en g{j'i). L'application 7^ .9(71) est unc representation. 

Reciproquemcnt, si on sc donnc unc representation g : Tri{B) Af f{F, \7 p)/Tp, 
pour tout element a de 7ri(_B), considcrons un element g{a) dc Aff{F, \7 p) au- 
dessus de g{a). L'application Tp Tp, t g{a) oto g{a)~^ ne depend que de 
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g{a). On cn dcduit unc representation 7ri(S) Aut{Tp), t Ba{t). L'espacc 
vectoriel Applin{]R"^ ,Tp) est muni d'une structure de Etti{B) bimodule, la 
structure de module a gauche est definie par {a.C){x) = BaC{x), et celle de 
module a droitc est dcfinic par (C.a)(x) = C{L{hB{a)){x)). Si dc plus on sc 
donne un 1— cocycle de Hochschild C pour cette structure de bimodule, telle 
que rapplication de g : 7ri(-B) — > Af f{F,V f) au-dessus de g verifie 

CaiOQ25(«l ° "2) = (CqiQ:2 - Ca^)Ca^g{ai) O Cq25(q!2), 

on definit un fibre affine, en quotientant iR"' x (F, Vf) par Taction de Tri{B) 
definie par a{x,y) = {a.x,Ca{x)g{a).{y)). 

Solent (i^, Vf), {B,\/b) deux varictes affines et /i /2 deux f.a.l.t de base 
{B,Vb) et de fibre {F,Vf)- A /i et /2 on associe des representations gi 
et g2 de Tri{B) Af f{F,V f)/Tf, induisant des structures de Eiti{B) bi- 
modules sur Applin{M"^ ,Tf), deux 1— cocycles Ci, C2 pour la cohomologie 
de Hochschild de ces structures dc bimodulcs, et cnfin deux applications gi,g2 '■ 
7Ti{B) Aff{F, \7f) au-dessus de gi et 32 telles que Ciao(3gi{aoj3) = (CiaiP)- 
Cia)Ciagi{a)Ci0gi{l3) i € {1,2}. 

Theoreme 4.3. Soient fi et /2 deux fibres affines isomorphes, alors il 
existe un automorphisme affine de {B,Vb) Qui se releve sur B x {F,\7f) en 
un automorphisme qui preserve les fi,hres de fi = B x {F,Vf), conjugue la 
representation §1 en 52 et transforme [Ci] en [C2]. Reciroquement, s'il existe 
un autom,orphisme affine de {B,\Ib) qui se releve en un automorphisme de 
fi preservant ses fibres, conjuguant gi en 52, envoyant [Ci] en [C2], alors il 
existe un 1— cocycle c G H^{'!ri{B),H'^{Tri{F),M^)) tel que le fibre affine dent 
Vholonomie est definie par ■ki{M) : 7 c(7)/imi(7) est isomorphe a, f2- 

On aura besoin du lemme suivant: 

Lemme 4.4. Soient C : H'^{tti{F),]RI') une application lineaire, 

et k = {B,d) (resp k' = {A, a)) un element de N{Tri{F)), (resp N{ni{Bj) le 
normalisateur de tti{F) (resp tti{B)) dans Af f{F,V p), (resp Af f{B,V g)) 
V automorphisme kz : {x,y) 1— » {A{x) + a,k{y) + C(z)) conjugue Hmi en un 
groupe h\^_^, il induit une nouvelle representation de Tri{B) dans Tf- La classe 
de cohomologie [Ci] est transformee en une classe [C(] pour cette representation 
qui ne depend pas de z. 

Preuve. Soft 7 un element de /iMi(7ri(M)), posons 

y) = {A^{x) + a^, Bj{y) + Cj{x) + d^), 

on a 

k~'^jkz = {k'-'^{Ay{x),a^)k\ 
B-^ByB{y) + B^C{z) + B^{d) + Cy{k'{x)) + - d - C(z))) 

La nouvelle representation de tti (B) dans Tf est induite par 

h' -.j^ B-^BiB 
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Le cocycle defini par C-y est transforme en celui defini par 

{C'^Ux)=B-'C^{A{x)). 

Preuve du theoreme 4.3. Soient /i at /2 deux fibres affines isomorphes 
d'espaces total (Mi,Vmi), et (M2,Vm2)- H existe un automorphisme afBne 
k de I'espace total dc; fi rcspcctant Ics feuilles dc; /i tcl que la restriction de 
a iR™ normalise et conjugue en /im2- Posons 

AMik){x, y) = {A{x) + a, B{y) + C{x) + d). 

Pour tout element z de J?'" tel qu'il existe y dans vcrifiant {z,y) G 
Dm{M), r automorphisme AM{kz) qui {x,y) (x,B{y) + C{z) + d) normalise 
I'holonomie de (F, Vf), ^m(^z) definit un element kz de Af f{F,V f) qui se 
projette sur Af f{F,V f)/Tf en un element g ne dependant pas de z. g conjugue 
gi en 92 et transforme [Ci] en [C2]. 

Rcciproquement, supposons que les representations^! et g^ soient conjuguees 
par un automorphisme g de iR™ x [F, Vf) laissant stable I'ensemble des fibres de 
B X (F,V f) ct dont la restriction a iR™ se restreint sur B en un automorphisme 
qui normalise Tri{B) (On a suppose que Dm est injective). Supposons de plus, 
que g transforme [Ci] en [C2]. 

Conjuguons gi par g, on obtient ime application g'^ : Tri{B) Af f(F,'V p'^ 
telle que pour tout element 7 de ni{B), on a 3^(7) = E{x)g2{j)- Ou i? : 1?™ ^ 
Tf est une application aflane. Comme [Ci] est transformec on [C2] par g, quitte 
a conjuguer g[ par une application (x, y) 1— > (x, y + C(x)), oii C : Tf est 

lineaire, on pent supposer que E est une constante c. L 'application E : tti{B) — *■ 
Tp est un Tri{B) 1— cocycle* 

Remarque. 

Etant donnc un fibre affine affinement localcmcnt trivial au-dcssus de (i?, Vs) 
de fibre type {F, Vf) dont la partie lineaire coincide avcc ccUc de ft-Ma, sa classe 
d'isomorphisme est determinee par I'orbite de c (voir theoreme precedent) sous 
Taction du sous-groupe des automorphismes afiines de I'espace total qui preserve 
les fibres de ce fibre. 

Pour classifier les fibres affines affinement localement triviaux de base {B, Vb) 
et de fibre {F, Vf ) , H faut classifier 

- les classes dc conjugaisons des representations de ni{B) Af f{F,\/ f)/Tf, 
cet ensemble peut avoir une structure compliqucc (voir [G3]). 

- Une representation de tti{B) Af f{F,V f) /Tp etant donnee, classifier: 
les orbites des 1— cocycles de Hochschild de Ztti [B) a valeurs dans Applin{]R"^ , Tp) 
sous Faction de N{Tri(B)) x Aff(F,Vp). 

- Une representation de 7ri(J5) Af f{F,\7 f) /Tp ct un 1— cocycle etant 
donnes, classifier les applications g compatibles avec Taction de tti{B). 

Proposition 4.5. Considerons un fibre affine caracterise par g, Ba et C, 

les fibres caracterises par g',Ba (Ba ne varie pas) sont de la forme g'{'y) = 
c{l)9{l), oil c(7) e H^{Eni{B),App{Er',TF)). L'action a droite de iri{B) 
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sur Applin{lR™ ,Tf) est induite par la, com,position a droite avec I'holonomie de 
{B,\Ib) et non par la composition avec son holonomie lineaire. 

Preuve. On a (?'(7) = 0(7)5(7), ou 0(7) est un element de App{]R,Tp). En 
ecrivant le fait que 

c(7i72)Ct,i 0725(71 072) = ((C71 +c(7i))(/lM2(72))- 
(C71 + c(7i))c(7i)C7i5(7i) ° c(72)C725f(72), 

on obtient que 0(7172) = .6710(72) + 0(71)72 d'ou le resultat* 

Remarque. 

Les cocycles de Hochschild utilises au resultat precedent sont des applications 
affines contrairement a ceux utilises plus tot qui sont des applications lineaires. 

On va faire correspondre a nos 1— cocyles de Hochschild des 1— cocycles de 
groupes. 

A la representation 7ri(i3) Aut{H^ {'Ki{F) , M'')) , on pent associer un fibre 
plat BH'^ qui est le quotient de B x H'^{'ki{F), 1B}) par Taction de 7ri(i3) definie 
par {x,y) ^ {"f{x), B^{y)). II existc sur Q{B, H'^{'Ki{F), M'')), I'ensemble des 
formes definie sur B et a valeurs dans BH'^, unc derivation di associee a la 
structure plate de BH^. L'ensemble PBH'^K des 1— formes di parallclcs est 
un faisccau localement constant au dessus do B. II s'idcntifie done a un fibre 
vectoricl au-dcssus de B, qui est le quotient dc S x AppliniM"", if°(7ri(F), K')) 
par Taction de 7ri(i?) definie par {x,D) i~> (7(1), B-^I?^:^^). 

II existc sur ^{B, PBH'^) unc derivation d2 definie par la structure plate de 
PBH". NotonsB' : 7ri(B) Aut{Applin{M^ , H^\tti{F), R^))) la representation 
definie par 7(D) = B^DA~^. Les 1— cocycles pour cette representation sont 
les applications C : tti{B) Applin{ir' , H^{Tri{F), M^)) vcrifiant ^^^^ = 
-^71^72^71^ + C'^^. A tout B' 1— cocycle de groupe C", on peut associer le 
E'K\{B) 1— cocycle de Hochschild C defini par C7 = C'^A^. L'application 
C ^ C est un isomorphisme d'espace vectoriel qui passe au quotient en un 
isomorphisme en cohomologie. 

Supposons que B est contractible. Les theoremes d'isomorphismes de de 
Rham [Br] montrent que H'^{tti{B), Applin{lR"' , M'')) est isomorphe a H'^iB, PBH°, ^2). 
Done a C" associe a un fibre affine de base (B, Vs) et de fibe type {F, Vf) cor- 
respond un element C de H^{B,PBH^,d2)- Aussi l'ensemble des 1— formes 
d2 fermees definies sur i? et a valeurs dans PBH^ est isomorphe a la somme 
de l'ensemble ^^^{B, BH*^) des 2— formes symetriques ^2 fermees (c'est a dire d2 
paralleles), avec celles de l'ensemble des 2— formes alternees di fermees a valeurs 
dans H^{t:i{F), ]R}). Done a (7 il correspond unc deux forme alternce di fermce 
D, et une forme symetrique parallele D' . Le groupe H^{B,BH^), est isomor- 
phe a H'^{'Ki{B),H'^{'k\{F),1RI')) car B est contractible. Done il correspond a 
la classc de t) un element [D] de H'^{Tri{B), H'^{'Ki{F), M^)). 

On le thcorcmc suivant: 

Theoreme 4.6. Soient fi et /2 deux fibres affines affinement localement 
triviaux au-dessus de {B,'SJ b) de fibre type (F, Vf)- Supposons que B soit con- 
tractible. A fx et f2 on associe les representations gi,g2 : 7ri(B) Aff{F,Wp)/Tp 
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et deux elements [Di], [D2] et D[, D'2 appartenan t respectivement d H'^{ni{B), H°{ni{F), J?')) 
et d Vil{B,BH^) telles que d2{D[) = d2{D'2) = comme ci-dessus. 

Alors si fx et /2 sont isomorphes, il existe un automorphisme affine de 
(B, Vb) se relevant en un automorphisme affine du fibre affine trivial (B, Vs) x 
(i^, Vf) de Af f{F,V f) qui conjugue gi en g2 et transforme {[Di],D[) en 

{m,D'2). 

Reciproquement si gi et 92 sont conjuguees par un automorphisme affine 
de (-B, Vb) X (i^, Vf) (se projettant sur {Bj'Vb)) qui transforme {[Di],D[) en 
([£>2], -D2))' dlors il existe un element c e {7ri{B) , {-jt-i{F) ,Tf)) tel que le 
fibre affine defini par g'{'^) = c{'y)gi{'y) est isomorphe a f2- 

Proposition 4.7. Supposons que I'espace total d'un fibre affine f soit une 
variete affine (M, Vm) compacte et complete et dimH^{TTi{F),]R^) = 1, alors 
f est un f.a.l.t. Si on suppose de plus que la base {B,\Ib) est le tore T" muni 
de sa structure riemannienne plate, et dimH^{7ri{M), M") = 1 alors f est un 
fibre affine plat. 

Preuve. L'application r est constante, sinon elle s'annullerait en un point 

X et la fibre au-doss\is do Pm{x) scrait radiantc. ccci n'cst pas possible car une 
variete afRne compacte et complete ne peut etre radiante. On en deduit que / 
est un f.a.l.t. 

Si la base est Ic tore T" muni de sa structure riemannienne plate standard, 
pour tout X de M"^, 7 1— >■ Cy{x) est un 1— cocycle pour Taction de ni{B). 
Notons [C-y(x)] sa classe de cohomologie. La suite exacte de Hochschild-Serre 
prouve que le groupe H'^{Tri{B), H°{tti{F), 1?")) s'injecte dans iJi(7ri(M), iR"), 
I'obstruction radiante de (M, Vm) ne peut coincider avec un element de la droite 
engendree par [(^^(x)] (s'il est non nul), car Taction afRne d'une variete affine 
compacte et complete est irrcductible. On en deduit que [(77(0;)] est nul, Et par 
suite / est isomorphe a un fibre affine plat» 

Proposition 4.8. Soient f\ et /2 deux fibres affines d'espace total compacts 
respectifs (Mi, Vmi) (M2, VM2)) de mime base {B, Vb)- On suppose en outre 
que {B,\Ib) ne peut pas etre muni d'un feuilletage affine a feuilles compactes 
non trivial et qu'il existe une fibre Fq de /2 qui ne peut pas etre I'espace total 
d'un fibre affine de base (B, Vs), alors tout isomorphisme g entre les varietes 
affines (Mi, Vmi) et (M2, Vmj) est un isomorphisme entre les fibres affines fi 
etf2. 

Preuve. Soit g un isomorphisme entre (M2, VAf2) et (Mi, Va/J, fi{g{Fo)) 
n'est pas B car Fq n'est pas Pcspacc total d'un fibre affine au-dessus de (B, Vb). 
Les images des fibres de /2 par fiog definissent sur (B, Vb) un feuilletage affine a 
feuilles compactes. Les feuilles de ce feuilletage affine sont forcement des points. 
On en deduit que g envoie les fibres de /2 sur celles de /i» 

Proposition 4.9. Supposons que I'espace total (M, Vm) d'un fibre affine f, 
soit une variete affine compacte et complete, alors Aff[M, Vm)o composante 
connexe de Aff{M,'VM) preserve f. 

Preuve. Pour tout element g de Aff{M, Vm)o, il existe un element g de 
Aff{lHP) au-dessus de g, qui commute avec 7ri(M). Soit Torigine de JR". Le 
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sous-groupe 7ri(i^) de 7ri(M) qui laisse stable Pq, laisse stable .9(^0 ) = -^§(0) ' 
car g commute avcc 7ri(M), on en deduit qu'il laisse stable J-^^ . On sait que 
Paction affine de t^i{F) sur JFq et JFq^ est irreductible (voir [F-G-H] theoreme 
2.2). On en deduit que les deux sous-espaces vectoriels et j-^^ coincident* 

Arhitmeticite de certaines classes d'isomorphismes des varietes 
afHnes. 

Considerons la variete de Hopf de dimension 3, ^3: c'est le quotient de 

iR^ - {0} par une homothctie de rapport strictement positif distinct de 1. Cette 
variete affine n'a pas de feuilletage affine a feuilles compactes. On va determiner 
une classe de fibres affines plats deux a deux non isomorphes, dont la base de 
chaquc clement est i/s et la fibre le tore de dimension 2 munie de sa structure 
riemannienne plate. En vertu de la proposition 4.8, la classe d'isomorphisme 
d'un tel fibre affine plat determine celle de son espace total. 

Le groupe des transformations affines de T^, Aff{T'^) est isomorphe an 
produit semi-direct de par Gl{2,E). Solent 7 le generateur de 7ri(ff3) et 
B'^ un element de Gl{2,E) qui determine une representation de 7ri(il^) 
dans j4//(T^). Soit c : 7ri(_ff3) T^, 7 1-^ c^, un 1— cocycle pour Taction 
de B^. L'application 7ri(i?3) — > Aff{T'^), 7 1— > c^By est une representation 
qui definit un fibre affine plat au-dessus de H3. Si les valeurs propres de B!y 
sont difFcrentes de 1, alors [c] est nul et le fibre est isomorphe a celui definit 
par Btt- Si les valeurs propres de B'^ sont 1, considerons une base de (61,62) 
de St telle que B'^{ei) = ei, le cocycle ci definit par 61(7) = 62 n'est pas 
trivial. Soit C2 un autre cocycle, si le fibre qu'il definit est isomorphe a celui 
definit par ci, alors il existe un element D de Aff{T^) tel que D[ci] = [02], 
car tout automorphisme affine de H3 se releve sur I'espace total, le fibre etant 
plat. Si on choisit 02(7) = ^62 ou h est un reel non algcbrique, on obtient des 
fibres affines non isomorphes et par suite des varietes affines qui ne sont pas 
isomorphes. Etudions maintenant une situation plus generale. 

A toute application C : IR^, on pent associcr un 1— cocycle de 

Hochschild de JZni{H^). Ce cocycle determine un fibre affine en faisant le 
quotient de St^ — {0} x M^, par le groupe engendre par 7ri(T^) (Paction de 
7ri(T^) sc fait par des translations qui se projettent en I'identite sur — {0}), 
et le groupe engendre par l'application {x,y) 1— > {Xx,Bj[y) + C{x)), ou x et y 
designent respectivement des elements de Ft^ — {0} et M^. Ce cocycle est un 
cobord si et seulement s'il existe une application affine D de App{lR^ , M^) telle 
que C = BjD — DX = {Bj — X)D. Choisisons C surjective, et supposons que 
A est une valeur propre de B^, alors le cocycle C n'est pas exact car C est 
surjective. 

Si on fixe, A et B^, la classe d'isomorphisme du fibre affine obtenu est 
determinee par I'image de [C] par GI{1B?) x Gl{2,E). Ceci implique que les 
fibres affines determines par les C sont deux a deux isomorphes. 

5. Le cas general. 
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Soit / un fibre affinc d'cspacc total (M, Vm) ct dc base (B, Vs). On suppose 
ici que (M, Vm) est compacte at complete, on a vu que dans ce cas tti{M) est 
une extension de 7ri(B) par ni{F). On va aborder la classification des fibres 
affines dans Ic cas general en utilisant la classification dcs extensions de groupes. 

Rappelons la classification des extensions de groupes (voir [Mc] 124-137). 
Soient Aut{'jTi{F)) le groupe des automorphismes de 7ri(i^), Int{-K\{F)) le groupe 
dcs automorphismes intcrieurs dc tti{F), ct Out{Tri (F)) Ic quotient de Aut{T:i{F)) 
par Int{'K\{F)). Pour tout element 7 de 7ri(M), I'application il^ : 7ri(F) — > 
7ri(F), Q!i-^7oao7~^ passe au quotient en une representation $ : ■k\{B) — > 
Out{-Ki{F)). 

Soient u : 7ri(-B) 7ri(M) une section telle que it(l) = 1, v : 7ri(-B) x 
7ri(S) 7ri(M) definie par v{x,y) = u{x)u{y)u{xy)~^ et (j}{x) e $(a;). En 
appliquant la relation d'associativite a u{x)u{y)u{z), on obtient que 

(5.1) iu{x)v{y, z)v{x, yz) = v{x, y)v{xy, z). 
De plus 

(5.2) (l){x)(j){y) = i^(^^y)(j){xy). 

Soient K le centre de 7ri(i?), K est muni d'une structure de 7ri(-B) module. 
Fixons et supposons qu'il existe une extension de 'k\{B) par 7ri(i^). La donnee 
d'un 2— cocycle w dc vri(i3) a valeurs dans K pcrmet dc dcfinir ime extension 
de TTi{B) par7ri(F) en posant (xi, yi)(a;2, 2/2) = {xi{<pi{yi){x2))w{yi,y2),yiy2)- 
Oh X\,X2 sont des elements de 7ri(i^) et yi,y2 des elements de 7ri(B). Pour $ 
fixee, les classes d'equivalences d'extensions de tti{B) par tti{F) sont donnccs 
par H^{ni{B),K) s'il existe au moins une extension. La donnee de $ seul 
n'implique pas Fexistence d'une extension de 7ri(B) par 7ri(i^) associee a 
L 'obstruction a I'existcncc d'une telle extension est donnee par une famille 
d'clements de H^{ni{B), K). 

La classification des fibres affines dans le cas general va se faire en fonction 
des donnees suivantes: 

(i) La base (B, Vs). 

(ii) La structure difFerentiable de la fibre F et une representation d'holonomie 
lineaire d'une de ses structures affines 

Etant donnee une extension tti{M) de tti{B) par 7ri(F), qui est le groupe 
fondamental de I'espace total d'un fibre affine de base (B, Vb) dont I'holonomie 
lineaire des fibres est L{hp), on a vu que pour tout element 7 G 7ri(M), 

hM{-y){x,y) = {Aj{x) + aj,Bj{y) + Cy{x) + dj) 

On a 

En munissant Applin{]R"^ , IR^) d'une structure de iti{M) module a gauche 
definie par 

7(C) = B^C, 



22 



et d'une structure de tti (M) module a droite definie par 

C7 = CA^, 

on remarque que C est un 1 — Z-ki (M) cocycle pour I'hoinologie de Hochschild 

definie par scs actions. 
L'application 

7 I— > 

est un 1— cocycle pour Taction a gauche de iti{M). 

Le fibre affine / est affinement isomorphe a un fibre affine, affinement locale- 
ment trivial si la restriction de C a 7ri(F) a une classe de cohomologie nuUe. 

Reciproquement si on se donne une representation de 7ri(M) dans GI{IB}) 
dontla restriction a TTi (-F) coincide avec L( ftp), un 1— cocycle C pour I'homologie 
de Hochschild precedente et un 1 — tti (M) cocycle D pour 1' action a gauche de 
7ri(M) tels que pour tout element x de JR™, la representation 

7ri(F)^^//(iR') 

^^{L{hF){l),C{x)+d^) 

definit une structure affine complete de F, alors on peut definir de maniere 
evidcntc unc action affine dc 7ri(Af) sur JR", dont I'espace quotient est I'espace 
total d'un fibre affine au-dessus de {B,V b)- 

Le quotient de iR" par 7ri(-F) definit un fibre aflane au-dessus de IFH^ qu'on 
note /. 

Theoreme 5.1. Soient fi,i G {1.2} deux fibres affines de base {B,\Ib), 
dont les fibres sont diffeomorphes et ont m,eme holonomie lineaire, et le groupe 
fondamental de leur espace total respectif est tti{M), alors fi est isomorphe 
d fi si et seulement s'il existe un isomorphisme entre fi et /2 au-dessus d'un 
automorphisme de {B,Vb), dont un releve surM"' conjugue I'holonomie lineaire 
de (Mi,Vmi) en (M2,Vm2), transforme [Ci] en [C2], et [Di] en [D2]. 

Preuve. Supposons que /i est isomorphe a /2, alors il existe une application 
affine k qui conjugue /imi en en se projetant sur en un element de 
N{Tri{B)). k conjugue aussi hMi{T^i{F)) en hM2{T^i{F)) cc qui cntraine que /i 
est isomorphe a /2. Bien entendu, [Ci] et [Di] sont respectivement transformes 
en [C2] et [£'2]. 

Reciproquement s'il existe \m isomorphisme cntrc /i et /2 au-dessus d'un 
element de N{Tri{B)), dont un releve sur JR" conjugue I'holonomie lineaire de 
(Mi,Vmi) en celle de (M2,Vm2) et transforme [Ci] (resp.fDi]) en [C2] (resp. 
[D2]), alors ce releve conjugue en modulo une transformation affine de 
la forme (x, y) (x, y + E{x) + e)» 

Soient {B,Vb) une variete affine compacte et complete, et F une variete 
differentiable compacte munie d'une structure affine complete dont I'holonomie 
lineaire est Lihp)- 
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Pour classifier Ics fibres affines d'espace total complet au-dessus de {B, Vs) 
de fibr diffeomorphe a F dont riiolonomie lineaire est L{hF) H faut: 

- Classifier les extensions de 7ri(S) par 7ri(i^), 

- Unc telle extension de 7ri(Af) ctant donncc, classifier les representations 
lineaires de 7ri(M) dans Gl{M"\ M^) muni d'un Zwi{M)) 1— cocycle de Hochschild 
C e Aff{ir,]R^), et d'un 7ri(M) 1— cocycle de groupe D a valeurs dans Et 
tels que la representation 

7ri(F)^^//(JR') 

7^(L(/iF)(7),C'(x)+D(7)) 
definisse une structure afBne. 

Les invariants utilises pour la classification dans la situation generale sont 
plus cxtrinsequcs a la geometrie afRnes que ceux utilises dans le cas des fibres 
affines affinement localement triviaxix. 

Etant donnee une extension caracterisee par $ definissant un fibre affine, 
quellcs sont les autres extensions determinees par $ donnant lieu a des fibres 
affines ? 

On va aborder la classification des fibres affines de base (i3, Vs) et de releve 
/ donne. 

Considerons 7ri(M) une extension de t^i{B) par 7ri(F), et supposons qu'il 
existe un fibre affine /, tel que le groupe fondamental de son espace total 
soft 7ri(M). L'application /im(7) se projette sur 1R'^/tti{F) en un automor- 
phisme affine liMil')- L'application tti{B) Aut{f), 7' ft.M(7') est une 
representation. Soit /' un autre fibre affine de base {B,Vb) tel que / = 
/'. Posons hM'il) = hj^il) ° dil)- L'application ^'(7) se projette sur / en 
un automorphisnie sc projettant en I'idcntitc sur JR™. Pour tout element 7 
de ■7Ti{B), considerons i-^ {^) l'application de Aut{TTi{F)) Aut{TTi{F)) a 1-^ 
hM{'y)ahM{l)~^ ■ 

En ecrivant le fait que h'^ est une representation, on obtient 

(5.3) 3(7172) = i{-i(5'(7i))5(72)- 

'2 

Reciproquement la donnee d'une application g : ni{B) — » Aut{f) verifiant 

(5.3) permet de definir un fibre affine au-dessus de {B, Vb) en faisant le quotient 
de / par le groupe engendre par: JiM'ij) = hM{l)fj{l)- 

Specialisons maintenant au cas 011 est fixee, 5(7) commute avec 7ri(i^) 
puisque la fibre est compacte, g{j) appartient a la composante connexe de 
Aut{f). La restriction de 5(7) a une fibre de / appartient a la composante 
connexe de son groupe de transformations affines voir [T3]). On a 

(5.4) 5(71)5(72) =5(7172)- 
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Reciproqucmcnt la donnce d'unc representation g : tti{B) Aut{f) telle 
que 3(7) appartient a composante connexe de Aut{f) determine un fibre afSne 
/' au-dessus de (B, Vb) tel que if = if. 

Exprimons maintenant de maniere plus geometrique I'application r lorsque 
I'espace total du fibre affine est compact et complet. Notons R{x) = r{x) — r{0). 
Fixons la base {B, Vb) et I'holonomie de la structure affine de la fibre au-dessus 
de pb{0). 

Soit 7 un element de 7ri(M). Ecrivons hM{j){x, y) = (^7(2;) + a^,B^{y) + 
Cry{x) + dy). L'clcmcnt 7 induit par conjugaison mi automorphisme de 7ri(_F). 
L'application Bj est un element du groupe de gauge de I'holonomie lineaire 
d'une fibre associe k gj. Si 7 appartient a 7ri(i^), g-y laisse invariant r{x) pour 
tout element x de IR"^. 

La representation de 7ri(M) dans le groupe des automorphismes de GI{H^{iti{F),]B}Y^^^'> 
des automorphismes de i?^(7ri(F), JR'), 7 i-^ 57, passe au quotient en une 
representation g : tti{B) GI{H^(tti{F). M'Y^'^^^). II en rcsulte un fibre plat 
Hbf au-dessus de B, qui est le quotient de JR™ x H^{Tri{F), IR'') par Taction 
de 7ri(B) definie par j{x,y) = {'-f{x),g^{y)). 

Le fibre Hbf est munie d'une connexion plate canonique \7bf, a laquelle 
est associee la derivee covariante (Ibf- L'application R pent etre vue comme 
une 1— forme (Ibf parallele. 

Reciproqucmcnt, considerons mie representation g de 7ri(i?) dans Gl(H^ (tti (F), IR'')'^'^^^^), 
telle que pour tout 7 appartenant a Tri{B), il existe B^ appartenant au groupe 
de gauge de I'holonomie lineaire d'une fibre, dont Faction coincide avec gj. La 
representation g dcfinit au-dessus de B un fibre plat Hbf- 

Pour se donner un fibre affine au-dessus de Vb) dont la structure differentiable 
des fibres est F, et leur holonomie lineaire est L{hF), donnons nous d'abord une 
1— forme cIbf parallele i?" a valeurs dans Hbf- La donnce de i?" est equivalente 
a celle d'un 0-cobord de groupe R' de m (B) a valeurs dans Applin{M^ , H^ (tti (F), M'^Y^^^^) 
pour la structure de 7ri(B) module definie par 7(-D) = g^DL{hB){^~^)- 

Cette representation determine un fibre plat H'^p de fibre type Applin{]R"^ , H^ (tti (F) , JR' 
A H'qp on peut associer la derivation d'^p. Le fibre H'^p est isomorphe au fais- 
ceau localement constant des 1— formes d'^p paralleles. Considerons un element 
R de Applin{lR"^ , IR^) au-dessus de R'. Supposons en outre que le 1— cocycle 
de groupe 7 R{'y){x) -)- r(7)(0) defini une structure afiine de F. Le quo- 
tient de JR" par faction de 7ri(F) defini pour tout element 7 de 7ri(F) par 
(x, y) I— > {x, Bj{y) -j- R{'y){x) -j- r(7)(0)), est un fibre afiine au-dessus de JR™ tel 
que pour tout element 71 de 'jti{B) et x de iR™, la fibre au-dessus de pb{x) est 
isomorphe a celle au-dessus de pB{jix)). 
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